Capitulo 7

Exercicios Resolvidos

por Augusto César de Castro Barbosa

Neste capitulo, apresentamos uma coletanea de exercicios resolvidos rela-
cionados a varias aplicagdes. Todo o contetido deste capitulo foi gentilmente
cedido pelo professor Augusto César de Castro Barbosa do Departamento de
Andlise do IME/UER], a quem a autora agradece.

7.1 Aplicacdes a Biologia

1. Numa colméia, a razdo de crescimento da populacdo é uma fungdo da po-
pulacdo. Assim

dp
a—f(p)-

a) Calcular p(t) para f(p) = Op, onde [ é uma constante positiva, e deter-
minar a populacdo limite do sistema.

dp

1 1
—=0fp = —dp=pdt = /—dpzﬁ/dt = Inp=pft+c
dt D D

p=e"" = p(t)=ke’, onde k=¢°
p(0)=py = po= kY = k=p
p(t) = poe™

No célculo da populagao limite (supondo py > 0) temos

p(t) = poeﬁt = tlir(r)lop(t) = +00
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b) Encontrar p(t) para f(p) = Sp— k*p?, onde [3 e k sdo constantes positivas.

Calcular novamente a populagéo limite do sistema.

dp 1
Y =0p—kp? = ——dp=4dt
il Bp — kp G — k2P

2
Bp — kp* = —(kp* — Bp) = —k <p2 - %p) =~k <p2 — %p:l: %)

-2

/#d ——l/ ! d Sejam u = _b a=—
Gp—kp2 T T TR z o h ] “PT ok T o0k
Ay 2
2k 4k2?
u=asec 6
du=asecOtg0d) 1 1 - _l/ asecltgl
B /{:/uz—azdu_ k az(seCQH—l)de
1 [asecOtgl 1 sec 0
=—— [ ———di=—— | —db
k/ a?tg? 0 ak | tg0

1 1 1
= sen@de_ —%/cossecﬁde

1
== In(cossec § — cotg b)) + ¢

u
U a
¢ secl = — = cosf=—
a U
\\9 W=d?+t2 = t=+Vu2-—a2
a
2 2
u? —a U
sen = —— = cossecl =
U W2 — a2
sen 6 u? — a? a
tgh = = = cotgl =
cos 6 a W — a2
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Temos entdo que

L = e = LY (i
——1In = c ————1In = c
ak u+a ! 2ak u+a !
u—a
= In ( ) = —2akt + ¢y onde ¢y = —2akc;
u—+a
u—a - —2akt o —2akt\ __ —2akt
= cze = u(l—cze ) =a(l+ cse )
U+ a
1+ 036_2akt ﬁ o ﬁ
U= —"-——q; U=p— — a=—
1 — cye—2akt P ok 2
s
—2akt = —2kt = — 3t
¢ 2k p
B l+cze ™ p B (14 cze P 4+1—ce
P— oy =T mar — P=o¢ "
2k 1 —cge P2k 2k 1 —cgeP
B 15} 2 B I} 1
P= ok 1—c3ePt)  k1—cge Pt
g1 3 kpo — 3
0)=py = — = l—-cgg=— = = —
p(0) =20 k1—cs “ kpo “ kpo
S T WY B
k - kpo — 3 o k kpo + (B — kpo)e 5t
kpo
_ Po 3 _ poﬁt@ﬁt
kpo(1 —e=Pt) + Be=Bt  Ekpo(elt — 1)+ 3
Poﬁ’ﬁt

kpo
1+ —(eft -1
A )

172



Uma forma mais simples de obter p(?):

dp ) 1
2 = Op—kp* f(p)=0Bp—kp L
1
= ——dp = /dt
/ Bp — kp?
1 A B 1 k
— = A== e B=—
Op — kp? p B g
—dp + / /dt
3 /
3 lnp + = ( ) (B—kp)=t+ac
lln< P )zt—l—cl = ln< P ):6t+c2
g \B—kp G —kp
Bt
P it . Bege
3~ kp c3e = p=fcze” ce’p = p(t) = 1+ kcael
Bes Po
0 pr— pu— p—
p(0)=po = po 1+ ks = G 3 — pok
Bpoe
(1) = —B=pok_ _ Bpoc™ _ poe”
! kpoe® B — pok + kpoe? k
1+ 1 — —pg(elt — 1)
B — pok ﬁp
No célculo da populagéo limite temos
. poe” . poe” . poe™ . poB_ B
thm . = thm — = thm p = th T T
e Po = Po 0 RPo — ~RPo
14 —(eft — 1 14 —eht st
gy 5 5

2. A populagdo de uma cidade é de 1.000.000 de habitantes. Houve uma epi-
demia e 10% da populacdo contraiu um virus. Em sete dias esta percentagem
cresceu para 20%. O virus se propaga por contato direto entre individuos en-
fermos e sdos (logo, é proporcional ao ntimero de contatos). A partir destes
dados e supondo que o modelo seja fechado, isto é, a populagdo se mantém
constante, sem nascimentos, mortes ou migracao, e os individuos tendo toda
a liberdade de interagir, calcule:
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a) A proporgao de individuos enfermos e sdos, como uma fung¢do do tempo.
Ng
r=—, Yy=— $+y:1, Ne+Ns =n
n

onde

n = numero total de habitantes

n. = numero de individuos enfermos
ns = numero de individuos sdos

x = proporcdo de individuos enfermos
y = proporcdo de individuos sdos

du x du kx
B €T —_— =
dt y? y

onde £ é a constante de proporcionalidade dos contatos.

y=1—-z = Z—f:k‘x(l—x)
1 1
————dx = kdt ———dx=Fk | dt
z(1—x) . - /x(l—x) ’ /
1 :é+ B = 1=A(1l—-2x)+ Bx

x(1—2z) = 11—z
= 1=(B-Azrx+A = A=1 e B=A=1

1 :l_|_ = / dg;—|—/ dl’:]{?/dt
r(l—2z) =

lnx—ln(l—x)—kt—l—c = In =kt +c

— X

= Ac® onde A=¢°

x
=

1—2
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1
1 © 109
10
T _1kt
1—x_96
1
T 1
t="7 = {L‘:QO%:—:_ = 5 e?k
1 ) 1 9
5
9 1 9
¥ _ 1.9
= e =1 = £k 7ln4
Logo,
x 1e tl 9
= —exp| =ln-
1—z 9 P\7™My
Obs.: L =2z = T = <
-z z4+1
tl 9
exp ?HZ
xr =
tl 0 9
exXp ?HZ —I—
tl 9
exp ?HZ
y=1—-x=1-

—Iln -

7T 4
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b) O tempo necessario para que a percentagem de individuos enfermos seja



de 50%.

1
t?|l’:50%:§
1
T le t, 9 N 2 1 t 9
—= — eX — 1n — — = — X —in -
1—z 9P\ 7™My 119p74
2
t 9 t 9 In9
"

3. Em marco de 1987, a populagdo mundial atingiu 5.000.000.000, e estava cres-
cendo a taxa de 380.000 pessoas por dia. Assumindo-se taxas de natalidade e
mortalidade constantes, para quando se deve esperar uma populacdo mun-

dial de 10.000.000.000?

1987 — P(0) = 5.10°, %(0) =3,8.10°d"!
dpP 1 1
— =kP —dP = —dP =
= kP = GdP =kt = /PdP k/dt

ImMP=kt+c¢, = Pt)=ce® onde c=e”

P(0)=510" = 510°=ce"® = =510
P(t) = 5.10%"

dP
%(0) = 3,8 x 10° x 365 = 1,39.10% "
dP dP
—r = kP = 5.10%e" = %(0) = 5.10%
8
5.10°% =1,39.10° = k= % =2,78.1072
P(t) = 5.10%%0%¢
t =71 P(t) = 10.10°
10" = 5.10%%9% = 0,028t = In 10 ~ t—— 2~ 925 anos
' ’ 5.109 0,028

A populagéo atingira 10'° em 2012.
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7.2 Aplicacoes a Fisica

1. A velocidade de desintegracdo do Radio é diretamente proporcional a sua
massa no instante considerado.

a) Determine a lei de variacdo da massa de Rddio em funcdo do tempo,
sabendo que no instante ¢ = 0 a massa era my.

Mmoo = Xam— kit = /idm:—k/dt
dt m m

Inm=—kt+c = m=Ae™ onde A=¢°
m0)=my = my=Ae ™ = A=m,
m(t) = moe ™
b) Qual o intervalo de tempo necessdrio para que metade da massa inicial
de Rédio se desintegre? (k = 0,000436a")

? = mee ™ = % —e M = ln% =kt = t= %1]{12 ~ 1590 anos
2. Segundo a lei de Newton, a velocidade de resfriamento de um corpo no ar
é proporcional a diferenca da temperatura 7" do corpo e a temperatura 7;, do
ambiente. Se a temperatura do ambiente é de 20°C e a temperatura do corpo
cai em 20 minutos de 100°C a 60°C, dentro de quanto tempo sua temperatura
descerd para 30°C?

dr 1 1
o kK(T,-T) = T TdT kdt = / T T /
— (T, —T)=kt+¢, = W(T,-T)=—kt4+c¢, = To,—T=cze ™

= T=T,+ 036_kt

T(0) =100°C = 100=20+cze ™ = ¢3=280
T(t) = 20 + 80e~*

40 1
T(20)=60°C = 60=20+80c% = %= 52
1
_ — - 2
= 20k In2 = k 50 In
t
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7| T(t) = 30°C

20 20

1
= 3= exp (—%Oan)

t 20ln8  20.3.1n2 .
—1118——%1112 = t= o~ In2 = 60 min

t t
30:20+806Xp<——1n2> = 102806xp(——1n2)

Obs.: In8=1n2%=3In2.

3. Uma bola de golfe de massa 0, 5kg recebe uma tacada que lhe imprime uma
velocidade de 72km.h~t. Supondo-se que a bola permanece em contato per-
manente com o chdo e sabendo-se que a forga de atrito sobre ela é de —5N,
qual a distancia percorrida pela bola até ela parar?

m = 0, 5kg, v =T72km.h~t = 20m.s~*, fo=—5N

dp dv _ fa
/dvzﬁ/dt = :&t—i-cl
m
U(O) =20 = 20 = %.0—'—01 = ¢ =20
Ja 5
v(t):—t+20——0 5t—|—20:—10t+20
ds
C = s
omo v i
ds
i —10t +20 = ds=(—10t+ 20)dt

/ds = /(—10t +20)dt = 5= -5t 420t +cy
s(0)=0 = 0=-50+200+c; = =0
s(t) = —5t* + 20t

O tempo necessdrio para a bola parar — ¢ | v(t) = 0.

v(?)

0 = —10t+20=0 = t=2s
) = —5.22 +20.2 = —20 + 40 = 20.

s(2

A bola percorre uma distancia de 20m até parar.
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4. Considere

Dadas as condi¢des iniciais

[e=]

v(0) = vy,
z(0)=z9
determine as expressdes da velocidade e da posi¢do em fungdo do tempo.

P — pesodocorpo e

N —  reacdo normal da superficie do plano inclinado
Podemos decompor o movimento do corpo nas direcdes x e y.
1. Direcao y.
P,—-N=0 = N=PF, = N=mgcos) onde P =mg
2. Direcao .
P.=ma = mgsenf=ma = gsenf= % onde a= dv
dt dt
Obs.: v =w,
dv=gsenfdt = /dv:gseHQ/dt = wv=gsenbt+c

Como v(0) = vy,

vp=gsen.0+c = c=vy = v=1vy+ gsenlt
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Temos também que

dx dx
V= = —vo+gsen9t

dx = (vg + gsenft)dt = /dm-/vo—i-gsenﬁtd
= m—vot+298en9t2+k
Como z(0) = =,
1 2
x0:v0.0+§gsen90 +k = k=ux
1 2
x:x0+v0t+§gsen9t

5. Vamos considerar agora o plano inclinado com atrito e o corpo sujeito a
resisténcia do ar.

—

f — forga de atrito cinético de contato e R —  resisténcia do ar

—

R=—~%,  f=—ulN|i,

Direcao .
dv
Po+f+R=ma = mgsen@—,uN—vv—mE
1 1
dv = —dt
mgsenf — uN — yv m
N = 0
(I = mg cosf) ! dv:i/dt
mg(sen — pcosf) — m

1 1

= ——In[mg(send — pcos) —yv] = —t+c¢
v m
In [mg(sen @ — pcosf) — yv] = —%t +c

t
=  mg(senf — pcos) —yv =cee”m onde ;=€ e ¢ =—vc

1 0l
v=— [mg(sen@ — pcosf) — 026_#]
5

v(0)=vy = wv= = [mg(senf — pcosf) — co]
v

= vy =mg(send — pcosh) —cy = o =mg(sentd — pcosf) — vy
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Temos entdo que

v(t) = 1 {mg(sen@ — pcos) — [mg(send — pcos ) — vy e‘%t}
8

1
v(t) = —mg(senf — pcos) (1 - 6_%t> + vge m!
Y

1
lim v(t) = —mg(senf — pcosd) = vy,
t—-4o00 Y

6. Um assado pesando 2, 5kgf, inicialmente a 10°C, é posto em um forno a
280°C as cinco horas da tarde. Depois de 75min a temperatura 7'(¢) do assado
é de 90°C. Quando sera a temperatura do assado igual a 150°C?

17:00 — t=0
T(0) = 10°C, T(75) = 90°C, T, — ambiente

dT dT
& KT, -T = k(280—T
o =M ) = =M )
1
/280_TdT_k;/dt = —In(280—T) =kt +c

= 280—-T=DBe ™ onde B=¢°

T(0)=10 = 280—-10=B.1 = B=270
T(t) = 280 — 270e "

1. /190
T(75) =90 = 280—270e =90 = k=-—1In <—)

k20,0047 = T(t) =280 — 97()e0:0047t

t=7| T(t) = 150°C

1 130
_ _ —0,0047¢ _ 1
150 = 280 — 270e = 0.0047 n (270)

t ~ 155min
T =150°C  por volta de 19:35h

7. Considerando um pdra-quedista em queda livre, sem o acionamento do
péra-quedas, determine a sua velocidade como uma fung¢do do tempo e sua
velocidade limite. Considere v(0) = 0.
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R
e ﬁ:mg’
B R = —v
vy oy
dv
mg—yv=ma = mg-— w=mo
1
——dv :—dt / /dt
mg — yv mg — vv m
1 t
——ln(mg—vv)za—i-c = In(mg — vv)———l—kl, k1 = —~c
y
mg — v = kge™ ,jlt’ ky = eM

1
YU =mg — koe m! = p=— (mg — kge_%t>
Y

v(0)=0 = Ozl(mg—kg) = ky=mg
v

v(t) = g (1 —e lt>

~

) mg mg
vp = limv(t) = —(1—-0)=—
p= Jimof) = 01— 0) =

8. Refaca o exercicio anterior considerando o para-quedas aberto. Considere
v(0) = vy.

m = mj + Mma, R = —)\vzﬂy
m; — massa do para-quedista
me — massa do para-quedas

P—R=ma = mg— M\ —m@
dt
1

1
———dv = —dt ———dv=— [ dt
mg—)«ﬂv m ~ /mg—)\vzv m/
R SR SR

mg — Av? A% —mg oV —mg v+ Jmg
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—1=(A+ B)Vv+ (A—- B)ymyg
(A+BWYA=0 = A=-B

(A-B)ymg=—-1 = =2B/mg=-1 = B:21

N

1 1 1 1
mg — Av? _2\/7”9 [v\/X— vmg - v\/xjtw/mg]

1 1 1 1
/mg—)\yzdvz_Q\/m—g {/U\/X—\/m—gdv_/mdv}
=3 jngA [1n(v\&_\/m—g)—1n(uﬁ+\/m_g)]

:%/dt:%—l—c
oW — /mg g .
ln<—v\/x+\/m_g>_ 2 m(t—l—)

vV — /g = (oW + /mg)k exp —2t\/%> onde k= exp (—20 @>

m
vV [1 — kexp (—Qt\/ @> = /mg (1 + kexp (—Qt —)\>>
m m
gA
1+ Fkexp | =26\ —
mg m

u(t) = \/:

A g\
1 —kexp | —2t\/ —
m

<«

1+ k
v(0)=v9y = wvy= %11——]{; = vy — vk = %ij %
mg
Vo — -
V A V oA mg
oV
mg

vr = Jim o(t) = /==
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Movimento Harmonico Simples

F=ma, onde F=—kx

Logo,
d?*z P’z kx
—kxr=ma = mﬁ:—lm = E—FE:O
ou
i +w?r =0 onde h obs.: T =2m |~
— twr = W= — - =2y [ —
dt? m k
. _ Az 9
Determine a solugdo de el +wr =0
Célculo de z;,
2x
Equacao Homogenea:  —5 + w’r =0
Equacao Caracteristica: rP4+w?=0 = r=wi e 7ry=—wi

z(t) = c1e™ + o™ = ¢i(coswt + i senwt) + co(coswt — i sen wt)

= (¢1 + ) coswt +i(c; — ¢2) sen wt
Fazendo

1+ co=Acos¢p e i(cg —cy) =—Aseng,
x(t) = Acoswtcosp — Asenwtsen¢ = x(t) = Acos(wt + @)
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Oscilador de Torcao

O péndulo de tor¢do consiste em um corpo suspenso por um fio (figura que
segue) de modo que a linha OC passe pelo centro de massa do corpo.

0

Quando o corpo sofre uma rotagdo de angulo 6, a partir de sua posigdo de
equilibrio, o fio é torcido e passa a exercer um torque 7 sobre o corpo, em

torno de OC, que se opde ao deslocamento § com médulo proporcional a 6.
Podemos entdo escrever que, para pequenas torgoes,

T=—k#,

onde k é o coeficiente de tor¢ao do fio. Chamando de / o momento de inércia
do corpo em relacdo ao eixo OC,

d*0
20k
ou
20
E‘Fw 9:0

onde a é a aceleragdo angular e

k I
2—— e —
w—[, T 27?\/;

A partir da equagdo para o periodo, podemos determinar experimentalmente
o momento de inércia de um corpo, deixando-o suspenso por um fio cujo
coeficiente é conhecido e, em seguida, medindo o periodo 7" de oscilacdo.
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Determine a solucdo de

d*0 k
—+=0=0
dt? * I
Solugao:
d*0 9
— =0
i "
Equacao caracteristica:
r+w?P=0 = L= Wi e Ty = —Wi

O(t) = cre™" + coe™™" = ¢;(coswt + isen wt) + cy(cos wt — i sen wt)
= (c1 + ) coswt + i(c; — ¢2) sen wt
c1+ cg = 6ycos
{z’(cl — ) = —bgsen ¢
0(t) = Oy cos wt cos ¢ — Oy sen wt sen ¢
0(t) = 6y cos(wt + ¢)

0(t) = 0y cos (\/?t + ¢>

ou

Péndulo Simples

Um péndulo simples consiste de uma particula de massa m presa em um
ponto O por um fio de comprimento / e massa desprezivel.

As forcas que agem no péndulo sio a tragio T no fio e o peso P, que estd
decomposto na figura em suas componentes tangencial e normal (radial).
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Obs.:

Componente tangencial —  forca restauradora
Componente normal —  forca centripeta

|Ex| = |T'| = mgcos 6, |Fr| = mgsen 0

Da figura
Fr=—mgsen,

onde o sinal negativo indica que a for¢a tem sentido oposto ao deslocamento.
Mas,

Pz d2(19) 420

FT = mar mﬁ =m dt2 = mlﬁ
onde = = [f. Logo,
2 2
ml%:—mgsenﬁ = 2—t§+%8en9:0.

No limite em 6, # ¢ muito pequeno,
senf ~ 0

e a equagdao se torna

d*0 g
O 9.
gz 770

Vemos desta equacdo que, dentro da aproximagdo de angulos pequenos, o
movimento do péndulo simples é harmonico simples, com

w2:g e T:QW\/Z
! g

0 = 5%~ 0,087267 rad
senf = 0,087156
tgd = 0,087489

Obs.: Em radianos

0
senf _

g
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Para um angulo ¢ qualquer, pode ser demonstrado que

[ 1 0 9 0
T:27r\/;<1+Zsen2§0+@sen450+...)

Determine a solu¢do da equacdo diferencial:

d*0 g
O 9.
gz 7970

Equacéao caracteristica:

7"24—%:0 = le\/gi:wi, r2:—\/%i:—wi

0(t) = cre*" + coe™" = ¢;(coswt + isen wt) + cy(cos wt — i sen wt)
= (c1 + ) coswt + i(c; — ¢2) sen wt

= By cos wt cos ¢ — by sen wt sen ¢ = Oy cos(wt + ¢)
onde

Oy cosp = c1 + o e — Opsen ¢ = i(c; — ¢3)

l
0(t) = 6y cos <\/;t + ¢>

Denominamos péndulo fisico qualquer corpo rigido que pode oscilar livre-
mente em torno de um eixo horizontal sob a agdo da gravidade.

Temos finalmente que

Péndulo Fisico
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centro de massa
momento de inércia
massa do corpo

ocC

& 3 ~ Q

Ll

Obs.: Todos péndulo reais sdo péndulos fisicos.

i ik B
T=7Xp=|dsen —dcosf 0= —dmgsenbk
0 —mg 0

A componente z do torque que age sobre o corpo é

T, = —mgdsen 6.

Por outro lado,

7., = la,
onde

oo &0

dt?
é a aceleragdo angular. Dai
I% = —mgdsent = % + @sen@ =0.

Supondo que as oscilagdes sdo pequenas (§ << 1),

d*0  mgd
w00

Neste caso,

w 7 e T mgd
Determine a solu¢do da equacdo diferencial

d*0  mgd
w00
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Equacéao caracteristica:

mgd . ,
i = —wi

, mgd mgd . .
+ — = O = = = , = —
r 7 1 [i=wi 9 7
0(t) = cre*" + coe™" = ¢;(coswt + isen wt) + cy(cos wt — i sen wt)

= (c1 + ) coswt + i(c; — ¢2) sen wt

Mtﬂb)

= 0y cos wt cos ¢ — By sen wt sen ¢ = 0y cos ( 7

Movimento Harmoénico Amortecido

Quando estudamos o oscilador harmonico, supomos as forgas conservativas.
Na pratica, sempre existe dissipacdo de energia.
Vamos supor que, além da forca restauradora

= —kx,

age uma outra forca de sentido oposto ao da velocidade

F' = -\,

onde A é uma constante. Pela segunda lei de Newton,

Pz dx
ma=—kxr—\v = mﬁ:—kx—)\a
Pr  MNdxr k
— + —x = 0.

et T mdt T m

Podemos reescrever esta equagdo como

Az dx

2. _
ﬁ—i—QVEjLwom—O
onde
A k
2y = — e wgz—
m m

é a freqiiéncia angular natural, sem amortecimento.
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Equacéao caracteristica:

=2y & /472 — 4w
P2 +wi=0 = r= 7 2V “0

=yt -wg ==\ W)

Consideremos o caso em que o amortecimento é pequeno, isto é v < wy.

Assim,
ri=—y+1/V—wi=—-v+1/—(wi- = —y+/wg — 72
=7 W — %
W=7t = ri=—ytwi, ry=-—y—wi
x(t) = = e + cpe™?t = Cle(—’Y—i-iw)t _I_C2e(—'y—iw)t
= e " [c1(coswt + isen wt) + co(coswt — i sen wt)]
=e " [(c; + c2) coswt + i(c; — ¢o) senwt]
= ¢ " [Acoswt cos ¢ — Asen wt sen ¢
onde
1+ cy=Acos¢ e i(cp —cg) = —Asen¢
x(t) = Ae™ " cos (wt + )
Obs.:

1. Se 0 amortecimento é muito grande, v pode se tornar maior do que wy.
Neste caso, ndo ha oscilagoes.

z(t) = cre™ + cpe™!
onde
Y
ro=—7—1/7"—w; €R

2. A energia perdida pela particula que executa oscilagdes amortecidas é
absorvida pelo meio ambiente.

3. A freqiiéncia é menor e o periodo é maior quando existe atrito.
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9. Quando um corpo se move através de um fluido viscoso sob a acdo de uma
forca F, a forca resultante é ' — Knv, onde K depende da forma do corpo, v é
a velocidade do corpo e 7 é o coeficiente de viscosidade. Obter a velocidade
como fungdo do tempo. Suponha que o movimento seja retilineo, que a forca
aplicada seja constante e que v(0) = .

F=ma = F—Knv:m%
d_“:_ﬁ<v_£) - / ! dv:_ﬁ/dt
dt m Kn F m

U_K—’n
In (v—i) :—ﬁthcl = Uzi—i-ce_}fn"t
Kn m Kn
U(O):UQ = i‘l’C:UO = C:vo_i
Kn Kn

Oscilacoes Forcadas

Consideremos uma forga externa periddica agindo sobre um oscilador (amor-
tecido). Podemos supor que, em geral, o periodo desta forga ndo coincidird
com o periodo natural do oscilador. A forca externa tem o papel de suprir
continuamente o oscilador com energia, compensando a dissipagao.

Considere
F = Fycoswyt,

a forga aplicada e wy sua freqiiéncia. Vamos supor que a particula esteja
sujeita também a uma forca

F=—kx
e a uma forca amortecedora
F' = —)v.
A equacdo do movimento é
d*x
—kx — M+ F| t=m—:-
x v+ Fgcoswyt =m 7
ou
d*z dx £
pr) + QVE +wiz = o coswyt (7.1)
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onde

3=

A solugao de (7.1) tem a forma
z(t) = xn(t) + zp(t)
Calculo de xp(t)

dx dx

Equacdo homogeénea: oz T 27— p7in wiz = 0.

Do Exercicio 8,
xp(t) = Ae™ " cos(wt + @)
Calculo de z,(?)

Temos que

z,(t) = Bcoswyt + C'senwyt
= —Bwssenwyt + Cwy coswyt

()

2h(t) = —Bwj coswst — Cw} senwyt

Levando (7.4), (7.5) e (7.6) em (7.1),

—Bw]% coswyt — C’w]% senwyt + 27y [—Bwysenwyt + Cwy cos wyt]

E
+ wi [Beoswyt + C'senwyt] = - coswyt
m

EF
—Buw} +2Cywy +wiB = =2
m

—Cwj + 2Bywy +wiC =0

2
Clog —wj) =2Bywy = C= wzv_wi B
0 f
2vw Fy
—Bwf+2wf sB+wiB=—
w§ — f m
5 4y%wi 4 (wh — w3)? i) . p_ F wh — w3
wi — w? S m T m Ay + (Wi — w?)?
f f 0 f
Fy 2wy

m 47%)/2[ + (w3 — wj%)2
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2(t) = wn(t) + (1)

F, wi — w?

= Ae ™ cos(wt + @) + — o 0 2f 55 COS Wyt
m 4y?wi + (Wi — w$)
o 2ry senwyt

Ellyzwff + (w3 — wj%)Q

O primeiro termo do segundo membro, solugdo da equagdo homogénea, re-
presenta oscilagdes amortecidas. Este termo decresce quanto ¢ cresce e, ao
fim de certo tempo, os outros dois termos, que representam oscila¢des forca-
das, sdo os que desempenham papel principal.

Fazendo
Fo Wo — %20 Ey 2wy
cos ¢ m 472%% + (Wi — wj%)2 sen ¢ m 472%% + (W — wj%)2
obtemos

z(t) = Ae ™ cos(wt + ¢) + A* cos ¢* cos wt — A*sen ¢* sen wyt
= Ae M cos(wt + @) + A" cos(wyt + ¢*)

Circuito RL

~
L
E
R
MAMWN - —————

O comportamento dos elementos que constituem este circuito é regido por
uma equacdo linear de primeira ordem que resulta da aplicagdo das seguin-
tes leis:

1. Lei de Kirchoff

A soma das quedas de potencial elétrico ao longo de uma ma-
lha do circuito é igual a zero.
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2. Lei de Ohm

A queda de tensdo elétrica num condutor percorrido por uma
corrente de intensidade / é proporcional a esta corrente. A lei
se exprime pela equacio

E = RI.

A constante de proporcionalidade é a resisténcia do condutor.

3. A queda de tensdo através de um indutor é proporcional a taxa
de variacdo da corrente.

dl
E=L—
dt’

onde L é a indutancia do indutor.
Temos entdo que

dl dl
E(t)—RI — L— = L— I =FE(t
() =RI-L% =0 = L= +RI=E()

Determine a corrente como func¢do do tempo para:

1. ¥ = K (constante)

I d K RI
1 LRI K a_n A
Pt ~ w1 1

a1 1 1

1 1
[t =1 [
Ak —rn=ttse = mx—rn--Zi4 __R
RH —L C1 1 = 17 Co, Cy = C1

K—RI:exp{—gth@} = RIzK—cexp{—%t}, c=e?

I(t) = % +cexp{—§t}.

Obs.: lim I(t) =
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2. E(t) = Eysenwt

dl dl R Ey
7 + R psenwt = i + 7 7 sen wt
I N ar dv+ du
- at ~ at T
dv+ du_l_R Ey y
N R R —_ n
udt Udt Luv 7 sen w
dv+R . du  Ey y
N R - = n
u 7 LU Udt 7 sen w

Célculo de v

dv R 1 R

L

1 R R

/;dv:—z/dt = v:exp{—ft+cl}
v(t) = c2e”

R
= coe LY, cy = et

Célculo de u

du senwt = ¢ e_%tdu Lo sen wt
V— = — senw T 7 senw
dt L U adt L
d 1E 1
_u = __Oeft sen wt = /du = — =0 /e%t sen wtdt
dt ¢y L Ca

Célculo de / e sen bxdx

ax

z=e", dz=ae"dx
/wdz:wz—/zdw; 1

w = —--cosbr, dw = senbxdx

b

1 1
/ e sen brdr = 3 cos bxe®™ + / 3 cos brae™ dx

1
— ~3 cos bre®™ + % /e‘” cos bxdx

Célculo de / e cos bxdx

7=, dY = ae®dx
/w'dz' =w'? — /z'dw'; 1

w' = - sen br, dw' = cosbxdx
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/ e™ cosbrdr = %e” sen br — / % sen brae™ dx

1
— Ee“”” sen bx — % / e™ sen bxdzx

/ e™ sen bxrdr = —%e‘” cos bx + a4 {le” sen bx — % / e sen bxdx}

b 1D

2

1 a a
= ——e"cosbr + = senbr — — [ ™ sen bxdx

b b? b?

2 axr —
<1+Z—2)/e‘”senbxdx:€ (otsembi2 bcos bx)

e (asenbr — bcos bx)
a? + b2

/ e™ sen bxrdr =
R
L )

+c3

B Let! (Rsenwt — wL coswt)
o R2 4+ w22

C3

1 E Let! (Rsenwt — wL coswt)
W=LT T Rron

o E()e%t

(B2 + w2L2)

Cy

(Rsenwt —wL coswt) + ¢4

Observacao:

Asenz — Bceosz = Csenzcosd — Ccosxsend = C'sen(z — 9)

onde
A=Ccosd e B =Csend

Mas,

cosd = e send =
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Dai,

2 2
cos?d +sen’d=1 = %jtgzl = (C=vVA2+ B2

Asenz + Beosx = VA2 + B?sen(z — 0)

com
B
send o B B
cosd A A & = arets A
C
Temos entdo que
E()e%t

VR? 4+ w?l?sen(wt — §) + ¢4

onde
wlL
0 = arctg —
arctg I
E06%t
u(t) = sen(wt —0) + ¢
®) oV R? + w22 ( )+
Portanto,

I(t) = u(t)v(t) = coe T { Eyet? sen(wt — 0) + 04}

coV R? + w?L?
E
I(t) = ce_%t + \/ﬁ sen(wt — 5)

Note que o termo exponencial se aproxima de zero a medida que t tende
para o infinito. Isto significa que, ap6s um tempo suficientemente longo,
a corrente /(t) oscila de maneira praticamente harmonica.

Obs.: Se L = 0, as oscilagdes de I(t) se encontram em fase com as de
E(t).
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Circuito RC

2

O comportamento dos elementos que constituem este circuito é regido por
uma equagdo diferencial que resulta da aplicagdo das seguintes leis:
1. Lei de Kirchoff

A tensdo aplicada em um circuito fechado é igual a soma das
quedas de tensdo no resto do circuito.

2. Lei de Ohm

A queda de tensdo £ através de um resistor é proporcional a
corrente instantanea 1,

E = RI,
onde R é a resisténcia do resistor.
3. A queda de tensdo através de um capacitor é proporcional ao
valor da carga elétrica instantanea armazenada no condutor,
)
C
onde C é a capacitancia.
aQ
Como I(t)=—>,
(t)=—
aQ =1(t)dt = Q= /I(t)dt
e
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Logo,

1
[+ = [ I(t)dt =
R+C/(t)dt

Derivando em relagdo ao tempo,

dl 1 dE
Ruptrel=a

Obtenha uma expressdo para / em funcao do tempo, a partir da altima equa-
¢ao.

Temos entdo que

[=uw a ar T
dv d_u 1 _1dE
Yad T TR T R @
du L dv_ 1db
v CR dt R dt
Calculo de u
du U

Célculo de v

¢ dv 1dE dv 1 dE
Cot CR— — — —— —_— ———¢€CR
dt R dt dt C2R dt
1 ¢+ dE
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10. Na dltima equacdo, obtenha /(t) para:

1. £ = A (constante)

e [1 ¢ dE
[(t):€_m {E/em—tdt“‘k},
E=4 = d—E—O

dt

2. E(t) = Eysenwt

dE
g = wkycoswt
t ]_ t
I(t) =e ®C {E /eﬁwEo coswtdt + k;}

¢ E, ¢
= ¢ ®’C {u / eCR cos wtdt + k}
R
Célculo de / e cos bxdx

ax

u=e"", du=ae"dx
/udv:uv—/vdu; 1

v = 0 senbr, dv = cosbxdx

/ e™ cosbxdr = %e“x sen br — / % sen brae* dx

1
— Ee“”” sen bx — % / e™ sen bxdzx

Célculo de / e sen bxdx

/ ax

u =e, du = aedx
/u/dv' =u'v — /U’du'; 1

/

V' = —7 cos br, dv' = senbxdx
1 1
/ e sen brdr = —ge“x cos bxr + / i cos brae®™ dx

1
— —ge“x cos bx + % /e‘” cos bxdzx.
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Logo,

axr _ 1 axr CI/ 1 axr CI/ axr
/e cosbxdx—be sen bx b{ be cosbx+b/e cosb:z:dx}

1 axr a axr CL2 axr
= —e"“senbxr + —e* cosbr — 7 e™ cos bxrdx

b b2
2 b2 - b b b
¢ ;; /e‘”’ cos brdx = e (bsen $b2+ a cos br)
/ & cos brdr = e (a cos bx + bsen bx)
6 - a? + b?
1
a = _%a b =W

t 1
€RC | ——=coswt + wsenwt
. Jwky (RC )

I(t) = e &G k
(t)=e R 1 ) *
22 +w
who UG (coswt + wRC senwt) + ke 7o
— w w w
R(1+ R?C?w?) RC
Mas,
coswt + wRC sen wt = —c’ sen § cos wt + ¢’ cos d sen wt

onde

—c'send =1 e c cosd =wRC

coswt + wRC senwt = (cos d sen wt — sen d coswt) = ¢’ sen(wt — 0)
(—c'send)? + (dcosd)? =1+ (WRC)* = ?(sen?d + cos?d) = 1 + (WRC)?

= =41+ (wRC)?

coswt + wRC senwt = /1 4 (wWRC)?sen(wt — J)

wkyC ot
I(t) = 1—1—R7206’2w2 1+ (wRC)?sen (wt — §) + ke™ R
= wEC sen (wt — 0) + ke 7O
1+ (wRC)?
—'send =1 N —c'send 1
d cosd = wRC cdcosd  wRC
tgd = —% ou 0 = arctg (—%)
w
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Circuito RLC

—+— o

S

E

A equacdo diferencial de segunda ordem que descreve o comportamento da
corrente elétrica em fun¢do do tempo nesse circuito resulta da aplicacdo das
seguintes leis:

1. Lei de Kirchoff

A tensdo aplicada em um circuito fechado ¢é igual a soma das
quedas de tensdo no resto do circuito.

2. Lei de Ohm

A diferenca de potencial aplicada aos terminais de um resis-
tor metédlico mantido a temperatura constante, é diretamente
proporcional a intensidade de corrente elétrica que o atravessa.
Escrevemos

E = RI.

3. A queda de tensdo através de um indutor é proporcional a taxa
de variacdo da corrente. Isto é,

dl
E=L—.
dt
4. A queda de tensdo através de um capacitor é proporcional ao
valor da carga elétrica armazenada no condutor. Temos entdo
que
Q
E==.
C
Portanto il .
L— 4+ RI+—=0Q = E).
o PRI+ 5Q=E{)

203



Derivando em relagdo ao tempo, obtemos

21 dl 1. dE
[Py e
o i

Considerando FE = Ejsenwit,

dE
g = w; Eycoswit
e ficamos com
d’I dl 1
Lﬁ + Ra + 5[ = u)lEO coswlt

@1 Rdl 1 wE

ﬁ"—fa—f‘ﬁ == I coswlt

ou
d*I ar
P + QbE +wyl = Fcoswit
onde
R o 1 2 leO o
L—Qb, LC—WO e 7 =F.
Resolva a equacdo diferencial acima.
d*I dl
prl + 2b$ +wil = Feoswit = I(t) = I,(t) + L,(t)

Solugdo da equagdo homogénea

d?1 dl
— + 2b— 27 =
7 + 7t + wg 0

Equacdo Caracteristica: 72 + 2br + wj = 0

 —2b+ /AP — 4u} r—

Consideremos o caso em que b* < w?. Neste caso,

IL(t) = cie™ + cpe™" = ¢y exp[(—b + iw)t] + ¢ exp[(—b — iw)t]
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onde w = \/wi— b

I(t) = e [e1(cos wt + i sen wt) + cy(coswt — i sen wt)]
= e " [(c; + ¢3) coswt + (1 — ¢3) sen wt]
= e " [Acos ¢ coswt — Asen ¢ sen wt]
I,(t) = e " Acos(wt + ¢)

onde
c1+cy=Acoso e c1 — cyg = —Asen ¢
Solugéao particular

I,(t) = Pcoswit + Qsenwit =

dI d*1 9 9
pri —Puw;senwt + Qu; cos wit e i —Puwj coswit — Quj senwyt

Levando na equacgao

d*I dl
7l + Qbﬁ +wil = F coswit,

obtemos

— Pw} coswit — Qu} sen wit + 2b [~ Pw; sen wit + Quy cos wit]
+ wi [P coswit + Qsenwit] = F coswit

[—Pwl2 + 2bQuw; + wgP} cosw;t + [—Qw? — 2bPw; + ng} senw;t = F coswt
{—ow +2Qbw, + WP = F

—Quwi — 2Pbw, +wiQ =0

wal

0 l
2b 4b2 2 2, 02)\2
P2 pip—p o p|REt W W) g
wd — w? 20w

e @

T 1P + (W — WP)? T AP? + (wf — w2)?
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wh — Wi
4Pw? + (Wi — w?)?
wal
40?w? + (wE — w?)?

I(t) = Ae P cos(wt + ¢) + F

cos w;t

+F

sen w;t

Observe que primeiro termo do segundo membro da dltima equagdo repre-
senta oscilacdes amortecidas. Quando ¢ cresce, este termo decresce, de modo
que ao final de um certo intervalo de tempo, os outros dois termos desempe-
nhardo o papel principal.

Fazendo
wi — w? 2bw;
Gcosd=F 01 Gsend = F
cos 4w} + (wE — w})? © wen 4Pw? + (wi — wi)?’
obtemos
I(t) = Ae " cos(wt + ¢) + G cos(wit + )
onde
2[)&)1
tgd =
ST

11. Um tubo em U esta cheio com um liquido homogéneo, que é levemente
comprimido em um dos lados do pistdo. O pistdo é removido e o nivel do
liquido em cada ramo oscila. Determine a altura do nivel do liquido em um
dos ramos em fun¢do do tempo.

o] |t
B

Consideramos o fluido ideal.

Caracteristicas do fluido ideal:

1. Escoamento uniforme —  avelocidade do fluido em qualquer ponto
ndo muda com o tempo, em magnitude, em dire¢do e em sentido.
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2. Escoamento incompressivel —  a densidade do fluido é constante.

3. Escoamento ndo-viscoso —  um objeto se movendo através do flui-
do ndo experimenta nenhuma forga resistiva devido a viscosidade.

4. Escoamento irrotacional —  um corpo imerso no fluido ndo gira em
torno do eixo que passa pelo seu centro de massa.

Quando o nivel em um dos ramos do tubo em U desce de uma quantidade
2, a diferenca de pressdo do liquido entre os dois ramos é

Ap = 2pgz,

onde p é a densidade do liquido e g é a aceleragdo da gravidade. Dessa forma,
a forca restauradora pode ser escrita como

F=—AAp =2pAgz,

onde A é a drea da segdo transversal do tubo. Temos entdo que

m% = —2pAgz = % + %z =0.
Mas,
2pAg  2pAg  2pAg 29
m pV pAl l
Dai,
2
% + 2792 =0,

onde [ é o comprimento total da coluna liquida e m = pV é a massa total de

liquido.

29

o=
29 . 29 .

5 b rg = —4/ —1

z(t) = cre™t 4 cqe™™

Equacéao Caracteristica: r* + 0
" =
t
29

onde w= 7

2(t) = c1(coswt + isenwt) + co(coswt — i senwt)
= (¢1 + ) coswt + (¢1 — o) senwt
= Acos ¢ coswt — Asen ¢ senwt = A cos(wt + @)
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onde

1+ co=Acoso e c1 — g = —Asen ¢

z(t) = Acos (\/?t +¢

N—
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