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Resumo

Retomaremos a discussao sobre interpolacao polinomial de uma
dada funcéao, iniciada na exposicao de 30-8, discutindo alguns resulta-
dos de aproximagao.

1 INTRODUCAO

Na aula anterior discutimos a conveniéncia da utilizagao de fungoes poli-
nomiais para obter os valores que uma dada funcao assume em pontos de
seu dominio aos quais “nao temos acesso”. Os polindmios gozam da pro-
priedade de serem as funcgoes cujos valores podem ser calculados mais efi-
cientemente em qualquer computador, por s6 envolver este calculo adigoes e
multiplicacoes’.

Observamos que a unicidade da solucao do problema da interpolacao polino-
mial se baseia no teorema fundamental da dlgebra® e que a existéncia dessa
solucao pode ser demonstrada construtivamente, de uma forma bem simples,
usando a formula de interpolacao de Lagrange, por exemplo.

Recordemos o resultado sobre o problema da interpolacao polinomial: Dados
N +1 reais distintos x; e os correspondentes N + 1 valores y; = f(z;)

LObservamos que nio existe uma tinica forma de efetuar a correspondente computacio,
apresentando o esquema (ou algoritmo) de Horner.
2Esta terminologia tem seus criticos . ..



de uma dada funcao f : IR — IR, existe um tnico polinomio de grau N ,
p = py para o qual se tem

plxj) =y, j=12...,N+1.
A pergunta que naturalmente temos de formular é:
Qual o erro cometido?

Em outras palavras, para um ponto qualquer z diferente dos x; , qual a
distancia, ou o erro

en(z) = e(z) = [pn(z) — f(z)]7
A receita para chegar a resposta sempre é: ataquemos o caso mais simples.
De fato, ja tinhamos observado que o caso N = 1, isto é, quando temos

dois pontos, ja era familiar. Examinando-o mais de perto, temos uma fungao
f, conhecemos seus valores nos pontos a, b e a estamos aproximando no
intervalo [a,b] pela reta secante definida pelos valores f(a), f(b) .

Isto nos evoca necessariamente:

e 0 teorema do valor médio do célculo diferencial (TVMCD)

e a formula de Taylor (FT)

Observemos que até agora nada mencionamos sobre as propriedades da funcao
f , nem mesmo a continuidade foi necessria. Mas os resultados acima exigem
pelo menos diferenciabilidade.

Exercicio Preencha todas as hipdteses corretas na estimativa que segue.

O TVMCD nos diz que, para determinadas f definidas em (a,b) ,

w = f'(§), paraalgum & € (a,b). (1)

Sendo = = a+h € (a,b),

fla+h)—f(a)
h

Sabemos que o polinémio p = p; satisfaz (ou € dado por)

W — p(a+hlz—p(a)’ para todo = := a+h € (a,b),

= f'(&), paraalgum &, € (a,a+h). (2)




ou

f(b) = f(a)

1) = o) _plath) = o) Lt~ fa) e )

b—a h
Como, de (2), se deduz que
fla+h)=fa)+h f(&)
usando (1) na segunda identidade de (3), obtemos por subtracao que
e(r) = eilath) = [pilath) — flath)] = [ f(&) = f'(&)].(4)

Exercicio Esta nao é a forma padrao do erro na interpolacao. Pesquise
o que os livros de Calculo Numérico apresentam. Compare.

Pode ser conveniente obter, em vez de (4), uma estimativa uniforme no
intervalo, que independa do ponto considerado. Isto ja nos conduz a sub-
stituir o parametro h pelo comprimento do intervalo b —a . E o fator

[ f/(&) — f'(&)] pode ser majorado por

[ f1(€) = /(&) | = 2 max [f(E)].

£€[ab]
Que leitura nos fornece esta avaliacao do erro cometido na interpolagao?

e QQuanto maior o intervalo [a,b] , maior o erro.

e Se a funcgao varia muito rapidamente, ou seja, se sua derivada assume
valores muito elevados, o erro pode ser muito grande, isto é, os valores
obtidos na interpolagao podem ser pouco significativos.

Consideremos entao o seguinte problema: temos o intervalo [a,b] fixo,
mas temos bastante informacgao sobre f , ou seja, podemos calcular os
interpoladores py , para arbitrarios valores de N . Certamente poderemos
gerar melhores aproximagoes, menores erros. Esta idéia é reforgada por dois
fatos:

e A estimativa do erro para N + 1 pontos vai depender da derivada
de ordem N + 1 e também do maior comprimento dos sub-intervalos

[, Tj41] -

e O teorema de aproximagao de Weierstrass, TAW, descrito na se¢ao que
segue.



2 Aproximacoes com polinémios

E um resultado cldssico de Analise:

Teorema de Aproximacao de Weierstrass Dada qualquer fungao real
continua no intervalo [a, b] , exigindo-se um grau arbitrério de aproximagao

uniforme, existe pelo menos um polinomio que satisfaz esta condicao.

Em termos matemdticos mais precisos (ou padronizados):

Seja f:[a,f] C IR — IR continua e arbitraria.
Dado qualquer € > 0, 4 um polinomio p, tal que

|f(x) = pe(x)| <€, Va € la,b].

Enfatizemos: um mesmo polinomio satisfaz o vinculo exigido para todos os
pontos do intervalo.

3 Continuacao

Discussao.
Exemplo de Runge.
Elementos Finitos.



