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Capitulo 6

Aritmética Computacional

As palavras de um computador sdo compostas por bitS e podem representar nimeros
armazenados na memoria. Estes numeros podem ter diferentes significados, como inteiros ou
reais, serem positivos ou negativos. A manipulacdo dos niimeros inclui operagdes de soma,
subtracdo, multiplicagdo e divisao.

O objetivo deste capitulo ¢ mostrar como o hardware implementa a representagao dos
nameros, os algoritmos adequados para operagdes aritméticas e sua implicagdo no conjunto

de instru¢des da maquina.
6.1 NUmeros com Sinal e NUmeros sem Sinal

Os numeros podem ser representados em qualquer base. Porém, a base 2 ¢ a mais adequada
para os computadores porque tratam com somente dois valores 0 e 1. Estes valores sdo
implementados facilmente através de circuitos elétricos.

Da aritmética temos que, em qualquer base, o valor do i-ésimo digito d de um nimero
¢ dado por: d x base', onde i comeca em 0 ¢ cresce da direita para a esquerda, de acordo com

a posi¢ao ocupada pelo digito. Por exemplo, o nimero 1011 na base dois ¢ igual a:
(1x2%) + (0x2%) + (1x2") + (1x2%) = (1x8) + (0x4) + (1x2) + (1x0) =8 + 0 +2 + 1 = 11.

Portanto, os bits sao numerados como 0,1,2,3,... da direita para a esquerda em uma palavra.
Utilizamos a expressao bit menos significativo para designar o bit 0, e a expressdo bit mais
significativo para designar o bit de mais alta ordem, como por exemplo o bit 31 numa palavra
de 32 bits.

Como o tamanho de uma palavra manipulada por um computador tem tamanho
limitado, os numeros que podem ser representados também tém tamanho limitado. Se o
tamanho de uma palavra ¢ igual a n bits, o maior nimero possivel de ser representado ¢ igual
a 2". Se ao realizarmos opera¢des sobre os niimeros, elas gerarem resultados que ndo podem
ser representados na quantidade de bits reservados ocorre o que denominados de overflow
(ntimeros muito grandes) ou underflow (numeros muito pequenos). Tanto o overflow quanto

o underflow geram excecdes e sdo tratados pelo sistema operacional.
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Os computadores manipulam tanto nimeros positivos quanto nimeros negativos, que

sdo representados em complemento a 2. Nesta conven¢ao os numeros que possuem 0Os a
esquerda sdo considerados positivos e os nimeros com 1s a esquerda sdo considerados
negativos. O complemento a 2 ¢ obtido invertendo-se o nimero binario e depois somando 1 a
este valor. Porém, uma regra simples para transformar um namero binirio em sua
representacdo em complemento a 2 ¢ a seguinte: 1) copie da direita para a esquerda todos os
bits até encontrar o primeiro bit 1 inclusive e 2) inverta todos os demais bits. A Figura 6.1
ilustra um exemplo da obten¢do de representacdo em complemento a 2 de um nimero binario
com 4 digitos.
0110 = 6 nabase 10 usando a regra:

1001 (numero binario invertido) 0110 — 0110
+ 0001 (somacom 1)

1010 (complemento a 2)

Figura 6.1. Representacdo em complemento a 2.

A respresentacdo em complento a 2 tem a vantagem de representar nimeros negativos
sempre com o bit 1 em sua posi¢do mais significativa. Assim, o hardware sé precisa testar
este bit para verificar se o nimero ¢é positivo ou negativo. Este bit € conhecido como bit de
sinal. Na Figura 6.2 estd representada uma seqiiéncia de numeros bindrios (8 digitos)

representados em complemento 2.

0000 0000 =0
0000 0001 =1
0000 0010 =2
0000 0011 =3

0111 1101 =125
0111 1110=126
0111 1111 =127
1000 0001 =-127 (primeiro nimero negativo)
1000 0010 =-126
1000 0011 =-125

1111 1101 =-3
1111 1110=-2
1111 1111 =-1

Figura 6.2. Se quiéncia de nimeros binarios representados em complemento a 2.
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Conversao entre Diferentes Bases

As bases octal e hexadecimal também sdo muito uteis em computagdo. A base octal é
representada com 8 digitos que variam entre 0 e 7. A base hexadecimal ¢ composta por
digitos e letras da seguinte forma: 0 a 9 e as letras a, b, ¢, d, ¢ e f. Na Figura 6.3 ilustramos
como realizar a mudaga da base bindria para as demais bases de forma simples. Lembre-se de

que precisamos de 3 ou 4 digitos binarios para a mudanca de base octal e hexadecimal,

respectivamente.

Binario Octal Hexadecimal
9876543210 1000 111101 10 0011 1101
1000111101=573 10 7 5 =1075 2 3 d =23d

Figura 6.3. Mudanca de base.

6.2 Adicéo e Subtracao

Numa soma os bits sdo somados um a um da direita para a esquerda, com os carries sendo
passados para o proximo bit a esquerda. A operagido de subtrac¢do usa a adi¢do. O subtraendo
¢ simplesmente negado antes de ser somado ao minuendo. Lembre-se que a maquina trata
com numeros representados em complemento a 2. A Figura 6.4 mostra as operacdes de soma

(6+7) e subtragdo (7-6) bit a bit entre dois ntimeros representados com 4 digitos binarios.

Representacao binaria Soma Subtracao

7 =0111 11 (vaium) I 11 (vaium)

6 =0110 0111 0111

13=1101 (soma) + 0110 + 1010 (complemento a 2)
1 =000 1 (subtragdo) 1101 0001

Figura 6.4. Operac@es de soma e subtracdo (complemento a 2) com represent¢do binaria.

Como citado anteriormente, tanto a soma como a subtragdo podem gerar overflow ou
underflow, se o resultado obtido ndo puder ser representado pela quantidade de bits que
formam uma palavra. Se somarmos ou subtrairmos dois niumeros com sinais contrarios,
nunca ocorrera overflow ou underflow. Isto porque operandos com sinais contrarios nunca
podem ser maior do que qualquer dos operandos.
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O overflow ocorre quando somamos dois operandos positivos e obtemos um resultado
negativo, ou vice-versa. Isto significa que utilizamos o bit de sinal, gerando um carry, para
armazenar um valor pertencente ao resultado da operag@o. Raciocinio semelhante ¢ realizado
para detectar a ocorréncia do underflow numa subtra¢ao. Neste caso, o bit de sinal também ¢
usado para armazenar um valor pertencente ao resultado da operagao.

Os projetistas de um sistema devem decidir onde tratar a ocorréncia de overflow ou de
underflow em operagdes aritméticas. Elas podem ser tratadas tanto por hardware quanto por
software. Pode existir a detec¢do por hardware que gera uma excegdo, e que depois ¢ tratada
por software.

6.3 Operacdes Logicas

Os computadores manipulam palavras, mas ¢ muito Util, também, manipular campos de bits
dentro de uma palavra ou mesmo bits individuais. O exame de caracteres individuais (8 bits)
dentro de uma palavra ¢ um bom exemplo dessa necessidade. Assim, as arquiteturas de
conjuntos de intru¢des incluem instru¢des para manipulagdo de bits.

Um dos tipos de instrugao utilizados sdo as de deslocamento de bits. As instrugdes
podem deslocar bits tanto a direita quanto a esquerda. Todos os bits sdo movidos para o lado
determinado e os bits que ficam vazios sdo preenchidos com 0s. Outras instru¢des logicas
muito uteis sdo que implementadas na unidade l16gica e aritmética de um processador sdo as
operagdes NOT, AND, OR e XOR. A Figura 6.5 mostra as operagdes logicas, bit a bit, de
deslocamento a direita, a esquerda, NOT, AND, OR e XOR.

Desl. a direita ~ Desl. a esquerda NOT AND OR XOR
1101 1101 1101 1101 1101 1101
0110 1010 0010 0101 0101 0101

0101 1101 1000
Figura 6.5. Operacdes logicas.

6.4 Construgdo de uma Unidade Logica Aritmética

A unidade logica aritmética (ALU — Arithmetic Logic Unit) é o dispositivo que realiza as
operagdes logicas e aritméticas, definidas pelo conjunto de instrugdes, dentro do processador.
A ALU ¢ construida basicamente por quatro blocos basicos de hardware: portas AND,
portas OR, NOT (inversores) ¢ multiplexadores.
As implementagdes de operagdes logicas sdo as mais simples de serem realizadas,
pois elas s3o mapeadas diretamente com componentes do hardware.
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A préxima fungdo a ser incluida ¢ a adigdo. Supondo que temos apenas um bit para
ser somado, necessitamos de um circuito com duas entradas para os operandos, uma saida
para a soma resultante, uma entrada relativa ao carry in e uma saida para o carry out. A

Figura 6.6 mostra este somador.

l carry in
a —»p
N soma
b— »
l carry out

Figura 6.6. Somador de um bit

Podemos especificar as saidas soma e carry out através de equacdes logicas, que
podem ser implementadas a partir dos blocos de hardware mencionados anteriormente. A
equagdo logica para gerar o bit carry out é dada por:

CarryOut = (b.Carryln) + (a.Carryln) + (a.b).
E, a equacao logica para gerar o bit soma ¢ dada por:
Soma = (a b. Carrylin) + (E. b . Carryln) + (_a b. Carryln) + (a. b . Carryln).

Para completar o projeto de uma ALU de n bits podemos conectar n somadores de um
bit. Os carry outs gerados pelos bits menos significativos da operagao podem ser propagados
por toda a extensdo do somador, gerando um carry out no bit mais significativo do resultado
da operacdo. Este somador ¢ denominado somador de carry propagado.

A operacdo de subtragdo pode ser realizada somando-se o minuendo com a negagdo
do subtraendo. Este efeito ¢ realizado acrescentando uma entrada complementada de b ao
somador e ativando o carry in do bit menos significativo para um. O somador entdo calcula
a+ b+ 1. Ao escolhermos a versdo invertida de b obtemos:

a+b+l=a+(b+1)=a+(-b)=a-b.

A simplicidade do projeto do hardware de um somador para numeros de
complemento a 2 demonstra porque esta representacao tornou-se um padrdo para operagdes
aritméticas inteiras em computadores.

O problema com o somador de carry propagado estd relacionado a velocidade de
propagacdo do carry, que ¢ realizada seqiiencialmente. Num projeto de hardware a
velocidade ¢ um fator critico. Para solucionar este problema existem diversos esquemas para
antecipar o carry. Porém, nestes esquemas sdo utilizadas mais portas loégicas o que provoca
um aumento no custo.

Um dos esquema para antecipar o carry ¢ denominado carry lookahead. Os

somadores que utilizam o esquema de carry lookahead baseiam sua implementacdo em
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varios niveis de abstragdo. Utilizando a abreviag@o Ci para representar o i-ésimo bit de carry,
podemos escrever a equacao do carry como:
ci = (bi.ci)+ (ai.ci)+ (ai.bi)=(ai.bi)+ (ai +bi).ci

Os termos (ai . bi) e (ai + bi) sdo tradicionamente chamados de gerador (gi) ¢

propagador (pi), respectivamente. Usando estas relagdes para definir ci + 1, obtemos:
ci+1=gi+pi.ci

Qualquer equacdo logica pode ser implementada com uma logica de dois niveis.
Mesmo esta formulacdo mais simplificada pode gerar equacdes muito grandes e, portanto
levar a circuitos logicos relativamente grandes e caros, dependendo do ntimero de bits a

serem somados.
6.5 Multiplicacéo

Para realizar a multiplicacdo sdo necessarios dois operandos, um multiplicando e um
multiplicador para gerar um operando produto. O algoritmo da multiplicagdo diz que os
digitos do multiplicando devem ser multiplicados pelos digitos do multiplicador um de cada
vez, da direita para a esquerda, deslocando os produtos intermedarios um digitos a esquerda
em relagdo ao imediatamente anterior.

Uma observagao importante ¢ que o numero de bits do produto final (n+m) é maior
do que o nimero de bits do multiplicando (n) ou do multiplicador (m). Além disso, a
multiplica¢@o também precisa tratar a ocorréncia de overflow.

Considerando os digitos binarios 0 e 1, temos apenas duas possibilidades de escolha,
a cada passo da multiplicacdo:

1. coloque uma copia do multiplicando (multiplicando x 1) no lugar apropriado, se o digito do
multiplicador for igual a 1, ou
2. coloque 0 (multiplicando x 0) no lugar apropriado, se o digito do multiplicador for igual a 0.

Assim, ¢ necessario desenvolver um algoritmo em hardware que seja eficiente para
realizar a multiplicacgdo.

Um método elegante de multiplicar niimeros com sinal recebeu o nome de algoritmo
de Booth. Ele foi elaborado a partir da constatagdo de que com a capacidade de somar e de
subtrair nimeros existem varias maneiras de se calcular um produto. Por exemplo, podemos
substrituir um string de 1s no multiplicador por uma subtragdo quando encontramos o
primeiro 1, e por uma soma ao encontrarmos o ultimo 1 do string. Maiores detalhes podem
ser vistos no livto texto.

Booth buscou atingir maior velocidade de processamento utilizando operagdes de
deslocamento, que ainda hoje sdo operacdes mais rapidas do que operagdes de soma. Baseado

nesta observagdo, se desejarmos maior velocidade na multiplicacdo de niimeros inteiros por
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uma poténcia de 2, basta que utilizemos operagdes de deslocamento indicando a quantidade
de deslocamentos igual ao expoente.

A grande vantagem do algoritmo de Booth ¢ tratar com facilidade os niimeros com
sinal. O raciocinio de Booth foi classificar os grupos de bits como inicio, meio e fim de um

string de 1s. Naturalmente um string de Os ndo precisa ser considerado.
Algoritmo da multiplicacao

Este algoritmo precisa apenas de dois passos principais: o teste do produto e o seu
deslocamento; pois os registradores Produto e Multiplicador podem combinados em um s6. O
algoritmo comeca com o Multiplicador na metade a direta do registrador Produto, e 0 na
metade a esquerda.
1. Testa se Produto ¢ igual a 0 ou 1.
2. Produto =0, passa ao item 4.
3. Produto = 1, soma o Multiplicando a metade esquerda do Produto e coloca o resultado
na metade a esquerda do resgistrador Produto.
4. Desloca o registrador Produto 1 bit a direita.
5. Verifica se foram realizadas todas as repeti¢cdes necessarias de acordo com o tamanho
da palavra, se ndo volta ao item 1.
6. Fim.

6.6 Divisao

A divisdo ¢ a operagdo reciproca da multiplicacdo. Dentre as operagdes aritméticas ¢ a que
aparece menos freqiientemente nos codigos dos programs.

No algoritmo da divisdo sdo utilizados dois operandos, o dividendo e o divisor, e
produzidos dois resultados o quociente e o resto. A relagdo entre os componentes da divisao

pode ser expressa da seguinte forma:
dividendo = quociente x divisor + resto,

onde o resto ¢ sempre menor que o divisor.
As vezes, os programas usam a divisdo simplesmente para obter o resto, ignorando o
quociente. Além disso, ¢ necessdrio que seja detectada a divisdo por zero, que ¢

matematicamente invalida.



68

Algoritmo da diviséo

Da mesma forma que foram combinados registradores na multiplicagdo, também na divisdao
sdo combinados dois registradores, o Resto e o Quociente. O algoritmo comeca com o Resto
na metade a esquerda do registrador Resto, e o Quociente na metade a direita.
1. Desloca o registrador Resto 1 bit a esquerda.
2. Subtrai o registrador Divisor da metade a esquerda do registrador Resto e armazena o
resultado na metade esquerda do registrador Resto.
3. Testa se Resto ¢ menor do que 0.
Resto < 0, restaura valor original com Divisor + metade esquerda do Resto,
armazenando na metade esquerda do registrador Resto e deslocando 1 bit a esquerda,
inserindo 0 no novo bit menos signifiativo, passa ao item 6.
5. Resto >0, desloca o registrador Resto 1 bit a esquerda, inserindo 1 no novo bit mais a
direita.
6. Verifica se foram realizadas todas as repeti¢cdes necessarias de acordo com o tamanho
da palavra, se ndo volta ao item 1.

7. Desloca a metade a esquerda do registrador Resto 1 bit a direita, Fim.

6.7 Ponto Flutuante

Assim como os numeros decimais podem ser representados em notacdo cientifica
normalizada os niimeros bindrios também podem. A aritmética computacional que manipula
os nimeros binarios em notacdo cientifica normalizada ¢ denominada de aritmética de ponto
flutuante.

Os projetistas do hardware devem encontrar um compromisso entre a mantissa e o
expoente dos nimeros em ponto flutuante. A relacdo entre e mantissa e o expoente € expressa
do seguinte modo: o aumento do ntimero de bits reservados a mantissa aumenta a precisao do
numero, enquanto o aumento do numero de bits reservados ao expoente aumenta o intervalo
de varia¢dao dos nimeros representados.

Deve ser observado que as interrupgdes relativas ao overflow e ao underflow também
ocorrem na representacdo em ponto flutuante. Porém, neste caso, overflow e o underflow
ocorrem quando o expoente ¢ muito grande ou muito pequeno, respectivamente, para ser
armazenado no espago reservado a ele.

Outra questdo que os projetistas devem decidir ¢ se vao ser utilizados os mesmos
registradores tanto para nimeros inteiros quanto para numeros de ponto flutuante. A adogdo
de registradores diferentes aumenta ligeiramente o nimero de instru¢des necessarias a

execugdo do programa. O impacto maior estd na criagdo de um conjunto de instrugdes de
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transferéncia de dados para mover os dados entre os registradores de ponto flutuante e a
memoria. Os beneficios estdo no fato de ndo precisar aumentar o tamanho do campo nas
instrugdes para diferenciar os operandos e aumentar a banda passante dos registradores.

A partir de 1980 todos os computadores projetados adotam uma representaciao padrao
para numeros em ponto flutuante denominada IEEE 754. A adocdo deste padrdo facilita a
portabilidade de programas (precisdo simples = 1 bit de sinal, 8 bits de expoente e 23 bits de
mantissa + 1 implicito = 24, precisdo dupla = 1 bit de sinal, 11 bits de expoente e 52 bits de
mantissa + 1 implicito = 53).

A adicdo e a multiplicagdo com niimeros de ponto flutuante, na sua esséncia, utilizam
as operagdes inteiras correspondentes para operar as mantissas, mas € necessaria uma

manipulagdo extra nos expoentes e para a normalizacao do resultado.

Algoritmo da adi¢cdo em ponto flutuante
1. Compare o expoente dos dois numeros. Desloque o menor nimero a direita até que
seu expoente se iguale ao maior niimero.

Some as mantissas.

(98]

Normalize a soma, deslocando a direita e incrementando o expoente ou deslocando a
esquerda e decrementando o expoente.

Teste se overflow ou underflow.

Sim, gera excecao.

Naio, arredonde a mantissa para o numero de bits apropriado.

Testa se resultado estd normalizado.

Sim, Fim.

ARSI B R

N3o, retorna ao passo 3.

Algoritmo da multiplicagdo em ponto flutuante
1. Soma os expoentes com peso dos dois nimeros, subtraindo o valor do peso da soma
para obter o novo expoente.
Multiplique as mantissas.
Normalize o produto se necessario, deslocando a direita e incrementando o expoente.
Teste se overflow ou underflow.
Sim, gera excecao.
Naio, arredonde a mantissa para o numero de bits apropriado.
Testa se resultado estd normalizado.

N3o, retorna ao passo 3.

A S A T o

Nao, faca o sinal do produto positivo se ambos os sinais dos operandos originais sdo

0s mesmos, caso contrario o sinal € negativo, Fim.



